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ReEsuME. Dans cette thése, on s’intéressera au probléme de controlabilité et de stabilisation de ’interface de
fusion d’un solide. Ce probléme peut-étre modélisé par les équations de Stefan. Ces équations font intervenir
deux équations de chaleur couplées au point de fusion. Il s’agit d’un probléme non linéaire & frontiére libre.
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1. PROBLEMATIQUE GENERALE, CONTEXTE

En dimension un, la fusion ou solidification d’un solide peut-étre représentée par un probléme de Stefan. Pour
une présentation plus générale du probléme de Stefan, on pourra se référer a [4, @, [10] [7]. Plus précisément,
supposons que 'intervalle (0, 1) corresponde au domaine occupé par les phases liquide et solide. On supposera
aussi que les deux phases sont connexes, ainsi on note s(t) € (0,1) la position de 'interface liquide-solide. On
supposera aussi que la phase liquide occupe lintervalle (0, s(t)) et que la phase solide, 'intervalle (s(t), 1).

Notons y; (¢, z) la température dans la phase liquide et y;(¢, ) celle dans la phase solide et supposons que la
température de fusion soit nulle. Les températures dans les deux phases sont régies par ’équation de la chaleur,

yl(t7x) = 8£yl(t7x) (t >0,z € (07 S(t))a

§s(t, x) = 02ys(t, @) (t>0,z € (s(t),1).
A Tinterface liquide-solide, la température est égale a la température de fusion,

yr(t, s(t)) = ys(t,s(t)) =0 (t > 0).
L’évolution de la position de U'interface s(t) est décrite par le saut de la dérivée normale de la température,
$(t) = =0uuyi(t, s(t)) — Ouys(t,s(t))  (t>0).
Enfin afin d’éviter apparition de nouvelle phases dans le domaine, on imposera que la solution satisfasse,
yi(t,s) 20 (xe€(0,s(t) et wys(t,s) <0 (ze(s(t),l)) (t>0).

Enfin, il sera possible d’agir sur I'état du systéme & I’aide de controles. A titre d’exemple, on pourra se donner
deux controles ug(t) et uq(t) et imposer les conditions limites,

O:y1(t,0) = up(t) et  Opys(t,1) =ui(t) (t>0).

Bien entendu, I’ensemble de ces équations est assujetti & des conditions initiales. Concernant le caractére bien
posé de ce systéme, on pourra se référer a 2] [3].

2. OBJECTIFS DE LA THESE

Dans de récents travaux, [5, 6], la stabilisation vers des états stationnaires de la forme g, = g5 = 0 et
s=35¢€ (0,1) a été prouvée. Ce résultat a été prouvé a l’aide de la méthode de baskstepping, cf. [I]. Cependant,
ce controle par retour d’état, nécessite la connaissance de tout ’état a tout instant. Cette contrainte n’est pas
réalisable en pratique. Ceci conduit & une premiére question :

Q.1. Est-il possible de stabiliser le systéme vers un état stationnaire de la forme g, = gs = 0 et s =5 € (0,1),
avec un controle dépendent seulement d’une mesure partielle de ’état ?
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Il est aussi naturel de s’intéresser a la stabilisation du systéme vers d’autres états stationnaires. Plus précisément,
étant donné deux constantes g et @y, les états stationnaires du systéme sont les triplets (g, ¥s, 5) solutions de :

0=0zm(z) (z€(0,5) et 0=0ys(x) (ze(s1)),
yi(5) = 9s(5) = 0,
a;cgl(o) =ug et a’Eg?(l) = uj.
0= —0,5(35) — 0,7s(3),
Q.2. Est-il possible de stabiliser le systéme vers un état stationnaire (g, §s, ) non trivial ?

A cause du principe de comparaison pour I'équation de la chaleur, il est aisé de montrer que tout état stationnaire
(0,0, 5) ne peut étre atteint en un temps fini.

Q.3. Est-il possible de controler le systéme vers un état stationnaire (g, ¥s, §) non trivial ?

Dans, [6], le controle construit permet d’assurer, les conditions de signe sur y; et ys, ceci permet d’omettre ces
contraintes d’état. En revanche, celles-ci doivent étre prises en comptes avec d’autres stratégies de controle. En
particulier si l’état stationnaire (g, ¥s,5) est controlable, ces contraintes de positivité vont induire un temps
minimal de controlabilité (cf. [§]).

Q.4. Si (Y1, 7s,S) est un état stationnaire controlable peut-on donner une caractérisation du temps minimal
de controlabilité et existe-t-il un controle en ce temps minimal ?

Enfin, & notre connaissance, les seuls résultats de stabilisation portent sur le systéme de Stefan en unidi-
mensionnels. Il est naturel de se demander si des résultats similaires existent en dimension supérieure. Dans ce
cas une difficulté majeure est de correctement formaliser le probléme de controle. En effet, en dimension trois
(respectivement deux), I'interface solide-liquide est une surface (respectivement une courbe). Une fagon simple
d’aborder ce probléme est de considérer des domaines liquide et solides & symétrie axiale. Ceci permet de revenir
A un systéme unidimensionnel. Les questions précédentes se posent de nouveau avec 'opérateur de Laplace (0?)
remplacé par I'opérateur de Laplace cylindrique ou sphérique.

3. PREREQUIS

Ce sujet demande a la fois des compétences en automatique et en mathématiques appliquées. En plus des
connaissances de base en automatique, des notions sur les équations aux dérivées partielles seront souhaitées.

Par ailleurs, des expérimentations numériques seront demandées. Il sera donc nécessaire d’avoir des notions
élémentaires en approximation numeérique ainsi que de maitriser des logiciels de calcul numeérique tels que Matlab
ou Scilab.
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